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FORORD

Dette notat giver en kort indfering i teorien for komplekse tal, regneregler, redderne i polynomier
bl.a. med henblik pd anvendelser ved lgsning af linezre differentialligninger, og i svingningsteori-
en.

Avancerede lommeregnere som Ti89 og matematkprogrammer som Maple kan let foretage
beregninger med komplekse tal, finde redder i polynomier osv. Der vil derfor blive givet eksempler
pa hvorledes man kan foretage beregningerne med netop disse to regnemidler, men det mé dog
betones, at hvis man ikke er 1 stand til at manipulere med simpe udtryk, bliver det nasten umuligt
at leese en teknisk tekst eller forsta et foredrag, hvori der indgar nogen matematik. Det er derfor
vigtigt. at man manuelt foretager beregningerne af enkle problemer samtidig med, at man er i stand
til at kunne fa en avanceret lommeregner til at foretager mere komplicerede beregninger, og
naturligvis ogsa kan fortolke disse.

Det forudsattes derfor, at man har radighed over en “matematiklommeregner” som eksempelvis Ti
89.

Som eksempel pa hvorledes man kan anvende et egentligt matematikprogram, angives ogsa nogle
af ordrerne 1 programmet “Maple”

Andre noter i samme “‘serie” er
“Matematiske grundbegreber”
Giver en kort gennemgang af definitioner og regneregler for de mest almindelige reelle funktioner
af 1. variabel, disses differentiation og integration,
“Vektorer”
Indhold: 1) Vektoreriplanogrum,  2) Rumgeometri (relationer mellem punkt, linie og plan)
3) Kurver i plan givet ved en parameterfremstilling
“Matricer og linezere ligninger”
Indhold: 1) Regneregler for matricer,
2) Lineere ligningssystemer, herunder lgsning af overbestemt ligningssystem
“Differentialligninger”
Indhold: 1) 1. orden (seperable, lineare, numerisk losning) ,
2) 2. og hgjere orden med konstante koefficienter,
3) Laplacetransformetion til losning af differentialligningssystemer og differentiallig-
ninger med forsinkelse
“Fourieranalyse”
Indhold: 1)  Reelle Fourierraekker, 2) Fourierraekker pa kompleks form, 3) Fouriertransformation
4) Diskret Fouriertransformation
Alle de n@vnte notater kan i pdf-format findes pd adressen www.larsen-net.dk

december 2004 Mogens Oddershede Larsen
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1 Tal mengder

1. Talmeengder

Gennem sin tilveerelse har man ofte mattet udvide sit talbegreb.

Man starter for skolealderen med med de naturlige tal

N:1,2,3, ..

Hurtigt derefter udvider man med tallet 0.

Pé et tidspunkt meder man problemer, hvor det er nedvendigt, at udvide talbegrebet til de hele tal
Z:....,-3,-2,-1,01,2,3,....Mmatematisk skyldes det, at man ensker, at ligninger
som x +4 =1 skal have en lgsning.

Det bliver ogsa nedvendigt at indfere breker, dvs. de rationale tal

3 1 1 3 ) . .
Q:.... _E’_l’ _E’O’E’ 1, 5, . . . matematisk fordi man ensker, at ligninger som 3x =5

skal have en lgsning.
De rationale tal udger et sékaldt tallegeme, hvor de 4 regningsarter addition, subtraktion,
multiplikation og division af rationale tal igen giver rationale tal. Det er derfor ikke maerkeligt, at

man i sin dagligdag ikke foler noget behov for et mere omfattende talbegreb.
Matematisk betyder det, at Q er et tallegeme, dvs opgylder folgende regler:

1) atb=b+a , a-b=b-a kommutative love

2) (a+b)tc=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c) associative love

3) 0+ta=a+0=a , l-a=a-l=a 0 og 1 er neutrale elementer

4) a+(-a)=(-a)+a=0 , a-a'=a'a=1@a=0) modsat og inverst element eksisterer
5) (a+b)-c=a-c+b-c distributive lov

De reelle tal R.

Allerede oldtidens graeekere opdagede dog, at leengden af hypotenusen i en retvinklet ligebenet
trekant hvor katederne havde leengden 1, ikke kan udtrykkes ved rationalt tal, eller med andre ord

sd kan \/5 ikke skrives som en brok.

q q°

Heraf folger, at p2 er et lige tal. Nu geelder det jo, at produktet af 2 ulige tal igen er ulige, sa p kan ikke vaere ulige. p ma folgelig

2
Bevis: Lad os antage, at \/_ -2 , hvor p og g er hele tal og £ er uforkortelig. Vi har da x/E e =2= L = p2 =2 q2 .
q q

veere lige, dvs. kunne skrives p = 2n , hvor n er et helt tal. Vi har nu p2 =2 c]2 = (271)2 = 2q2 o m? = q2 . Heraf folger

igen at g er et lige tal. At bade p og ¢ er lige tal strider imidlertid mod at breken £ er uforkortelig. V2 kan folgelig ikke skrives
q

siom en brok.

For at kunne lose ligninger som x* =2 mé vi derfor udvide vort talbegreb til de relle tal R.
Man kan vise, at der til ethvert punkt pa en tallinie svarer et reelt tal, og omvendt.

De reelle tal udgér ogsa et tallegeme, og langt de fleste matematiske problemer, lgses indenfor de
reelle tal

Komplekse tal C: Imidlertid fandt man allerede ca. ar 1550, at for at beregne s@dvanlige reelle
losninger til trediegradsligninger ville det vaere praktisk at indfere nogle nye tal, svarende til, at

ligningen x* = —1 haren lesning. Som vi vil se, vil disse tal med fordel kunne anskueliggeres som
punkter i en talplan. Mangden af komplekse tal C vil ogsé udgere et tallegeme.

I dag betyder de komplekse tal en begrebsmaessig og arbejdsmessig forenkling af mange
problemstillinger og lesningsmetoder, ise@r ndr der indgar svingninger.



Kompl ekse tal

2 Definition af komplekse tal

Pa samme made som vi knytter de reelle tal til en tallinie “de reelle tals akse”, knyttes de

"

“komplekse tal” til punkterne i en plan. Den kaldes den "komplekse talplan".

Rektangulzere koordinater. I den komplekse

talplan indlegges et retvinklet koordinatsy- Imacinare

stem, hvor forsteaksen er de reelle tals akse, tals akse
og andenaksen kaldes de imagincere tals akse. A
Lad et punkt P have koordinaterne (a;,a;).  [m(q)

Man siger da, at det der til punktet svarer et
komplekst tal a, som har realdelen a, og

imagincerdelen a,. Man skriver kort Re(a)
f = Reclle tals akse
=a, og Im(a)=a, (sefigur2.1). | Re(ar)

Fig. 2.1. Rektangulcere koordinater

Polzere koordinater. Et punkt P's placering i et
koordinatsystem kan angives 1 sdkaldte polare P
koordinater (r,v) (se figur 2.3), hvor r = leengden

‘O_P‘ af stedvektoren til P og v = vinklen fra forste-

aksen til stedvektoren OP .Vinklen méles i planens v

positive omlgbsretning (mod uret) og er naturligvis 0 A
kun bestemt pa ner et multiplum af 27 . Hvis P=0

er vinklen uden betydning og kan gives en vilkarlig

verdi. Fig 2.2 De polcere koordinater r,v .

Lad det til punktet P svarende komplekse tal ) a
vaere a. De polare koordinater til a betegnes

|a| og arg(a) (se figur 2.4), hvor |a| kaldes

N
. . \S
modulus af a eller den numeriske veerdi af a, i+
mens arg(a) kaldes argumentet atf a. Den k\\-%\d\
verdi for arg(a), som tilherer intervallet | - e

]— T 72'[ kaldes hovedveerdien af arg(a). O I
En kort skrivemdde er a = (), , eksempelvis

—3=(3),. Som det vil blive vist i et senere Fig, 2.3. Et komplekst tals poleere koordinater

afsnit, er en anden skrivemdde mere hensigts-
maessig.
Det komplekse tal med realdel 0 og imaginardel 1 kaldes den "imaginare enhed" og betegnes med
bogstavet i (eller med bogstavet j). Viharaltsdi = (1), (se figur 2.3)
2



2 Definition af konpl ekse tal

Man kan naturligvis ikke tale om tal, uden at definere addition og multiplikation, og de “omvendte”
regningsarter subtraktion og divison, samt indse at de seedvanlige regneregler gaelder

2.1 Addition og subtraktion

Definition af addition. To komplekse tal a og b adderes ved at addere deres stedvektorer
(Re(a), Im(a)) og (Re(b), Im(b)), dvs. summen a+b har realdelen Re(a)+Re(b) og imaginaerde-
len Im(a)+Im(d), (se figur 2.4).

Im ath A
i )

o

= ¢ » Re

O O

a-h
Fig 2.4. Addition a + b Fig. 2.5. Subtraktion a - b

Subtraktion af to komplekse tal a —b udferes som vektorsubtraktion (figur 2.5), dvs. a—b far
realdel Re(a) - Re(b) og imaginerdel Im(a) - Im(b).

Subtraktionen a - b plejer man at definere ved additionen a+(- b), hvor det "modsatte tal" - b er givet ved, at der skal
geelde b+(- b)=0, dvs. -b ma have realdel - Re(h) og imaginardel - Im(b) og altsa stedvektor modsat b's.
Additionen og subtraktion af to reelle tal efter denne regel giver dbenbart samme resultat som
sedvanlig, f.eks. 243 =5, 2+(-3)=-1 og (- 2)+(- 3) =- 5. Tallet O er neutralt element ved
addition,da a+0=0+a=a.

2.2 Multiplikation og division
Definition af multiplikation. To komplekse tal a og b multipliceres ved at multiplicere deres
modulus'er og addere deres argumenter, dvs. stedvektoren til produktet a - b fés, ved at stedvektoren

til a drejes en vinkel pa arg(h) og derpa multipliceres med |b| (se figur 2.6).

b 4\ Im

a1t !

o, a

0O
Fig 2.6. Multiplikation ab



Kompl ekse tal
. . - 1
Division %(b # 0) udfores grafisk ved at stedvektorentil a drejes - arg(b) og multipliceres med H

o a . . e - . - .
Divisionen — plejer man at definere ved multiplikationen «-b ' hvor det "reciprokke tal" b Uer givet ved, at der

skal gzelde b-5'=1 dvs. 5! ma have modulus € og argument - arg(b).
g

i

Ligesom de rationale tal Q og de reelle tal R udger de komplekse tal C et tallegeme
Bevis: Vi skal vise, at der gelder folgende regler:

1) atb=b+a , a-b=b-a kommutative love

2) (atb)tc=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c) associative love

3) 0O+ta=a+0=a , la=a-l=a 0 og 1 er neutrale elementer

4) a+(-a)=(-a)+a=0 , a-a'=a'a=1@a=0) modsat og inverst element eksisterer
5) (a+b)-c=a-c+b-c distributive lov

Af afsnittene om addition og multiplikation felger umiddelbart, at punkterne 1-4 er opfyldt.
Den distributive lov (a +b)c = ac+ bc bevises lettest grafisk.

(at+ble

\\

Multipliceres a, b oga + b med ¢, betyder det grafisk, at stedvektorerne til @, b og a + b forst drejes vinklen arg(c)
og derefter multipliceres deres leengder med | Da et parallelogram ved en sadan drejning efterfulgt af en

multiplikation igen afbildes i et parallelogram, er loven bevist. L 2

Multiplikation af'to reelle tal efter denne regel giver &benbart samme resultat som sedvanlig, f.eks.
fas 3-4=12 idet [3-]4/=[12| og arg(2)targ(3) = 0+0 = 0 = arg (6) . Analogt fas

(-3)-(-4)=12, idet |-3|-|-4|=12 og arg(-3) +arg(-4) = 7+7 =27 =arg(12).

Det ses, at a-i fis ved at tallet a drejes 90°, dvs. a-i er bestemt ved tvarvektoren af stedvektoren
til a.

. .. 1 s n T T
Specielt geelder, at i-i=i" =—-1 da |z||z| =1-1=1 ogarg(i") = 5+5= Vs

Ved regning med komplekse tal vil vi meget ofte skulle benytte at i = 1.



3. Rektangul e form

3 Rektangulaer form
Lad et vilkérligt komplekst tal have realdelen a, og imaginerdelen a, .

Szetning 3.1. (Tal pa rektanguleer form)
Lad et vilkérligt komplekst tal have realdelen @, og imaginerdelen a, .
Der gelderda a=a, +a, i.
Bevis. Tallet a, -i findes, ved at stedvektoren til det reelle tal Am

a, drejes — (sa vifar tvervektoren).
2

Addition med stedvektoren for a; giver derfor stedvektoren |

a=a, —ia.

til tallet med x - veerdien @; ogy - verdien @, dvs. a.

(se figur 3.1)
| 4

O . d,

Fig 3.1. Rektangulcer form

Den rektangulere forms store fordel ligger i, at regneoperationerne + —-/ kan udferes efter de
samme vaner (algebraiske love) som for reelle tal, med den tilfojelse, at tallet i har egenskaben
)

i =-1.

Eksempel 3.1. Regning med komplekse tal.
Skriv felgende udtryk pa rektangulaer form.

54120
1) Q+430)-(4+20)+6-2i  2) -2
-3+4i

Leosning:
1) (2+30)-(4=20)+6—2i =8+12i —4i — 6i* +6—2i = 20+ 6i (idet i? =—-1.)

54120 (5+12i)(-3—4i) —15-20i—36i—48i> 35-56i 35 56

) =-3+4i (3+4i)(-3-4i) (=3)% — (4i)? 9+16 25 25l
Bemerk, at man ved division forlenger med —3—4i 1 brokens teller og n@vner, siledes at
navneren bliver et reelt tal.
a —ib kaldes det konjugerede af a +ib

Ti 89: Indtast udtrykket som det stir (benyt 2nd i, tast ligger over “Catalog”)

Maple: (5+12*I)*(-3+4*1) O




Kompl ekse tal

4. Polzer form
Ved tallet e’ forstas et komplekst tal med modulus 1 og argument & (se figur 4.1).

Alm

. : > Re

» e 0O |a|

O 1

Fig 4.1. Eksponentialfunktionen Fig 4.2. Tal pd polcer form

Szetning 4.1. (komplekst tal pa poleer form).
Det komplekse tal @ med modulus |a| og argumentet € kan skrives a = |a|ei9 .

Bevis. Ved multiplikation af |a| med €% bliver stedvektoren til det reelle tal |a| multipliceret med 1 og drejet

L 4

vinklen « , sa vi netop far a (figur 4.2).

Omregning mellem polare og rektangulaere koordinater.
Af definitionen pa cos og sin fés felgende formler til omregningen fra polaer form a = |a|ei9 til

rektanguler form a = a,; +ia, (se figur4.3):

a :|a|cos6, a, :|a| sin@ og omvendt |a| =\ai +a3 tan @ =~ (a; #0).
ay

Alm

a=ay+ia, = |a|ei0

N

\ éal =|d| sin@

[ » Re

@) a, =|a| cos @

Fig 4.3. Omregning mellem polcer og rektangulcer

form

Bemark: Ved bestemmelsen af @ tilrddes det ngje at bemarke, 1 hvilken kvadrant a ligger.



5. Eksponenti al funkti onen

Eksempel 4.1. Omregning mellem rektangulzer og polzer form.
1) Omskriv talleta = —+3 +i  til poler form.

2) Omskriv tallet b=4- e 3 til rektanguler form.
Lesning.

1) Ja| =y (=V3)? +12 =43+1=2

tanHzL: 0=—z+p7r
—3 6

5 i—
Da punktet ligger i 2 kvadrant md 6 = — % +r= ?ﬂ a=2e ©

2) b=d-e 3 =4cos(—§j —4isin(—§) =4~G+i§} =2+2i\3

Ti89: 1) Indtast udtrykket som det star (benyt 2nd i, tast ligger over “Catalog”)
Da resultatet enskes i polare koordinater skal valges
MODE, COMPLEX FORMAT= Polar
Normalt vises beregningerne i radianer.
Vealges MODE, ANGLE, Degree fés resultatet 1 grader: 2 £ 150
2) Valg MODE, ANGLE = Radian, COMPLEX FORMAT=Rektangular
Indtast 4*e”(-i* 7 /3) o
Maple: 1) convert(-sqrt(3)+I,polar); Resultat: Dﬂlm'{ 2, D(f \

2) convert(4*exp(-I*Pi/3),exp); Resultat: 2-21./3

5. Eksponentialfunktionen.

Definition af kompleks eksponentialfunktion .Lad x og y vaere reelle tal.
Ved e**? forstas e* -e” , dvs e er det komplekse tal, der fis ved, at stedvektoren til det reelle
tal e drejes vinklen y.

L 4

Tallet e**” har dbenbart den rektangulare form e* cos y +ie” sin y

At den eksponentielle skriveform ™™ er rimelig, fremgar af den folgende satning, der siger, at
de sadvanlige regneregler for reelle eksponentialfunktioner ogsd galder for komplekse
eksponentialfunktioner.



Kompl ekse tal

Saetning 5.1. Regler for eksponentialfunktionen.
Lad z,z,,z,,a vaere komplekse tal, lad ¢ vaere et reelt tal og lad n vare et helt tal.

Der galder da folgende regler

_ 1 _ n .
Detet=et, ) Sosetm 3) —=e 4 () =e™
e e
d(e” 1
5) ae’) ae 5) j e“dt=—e” (a#0)
dt a
Bevis:

1) Nar e” = [stedvektoren til e drejet 1] multipliceres med e = [stedvektoren til e™ drejet y,] fas e =

X +x+i(n+yy) _ 542

[stedvektoren til €™™™2 drejet y; +y, =€ e

2) Fremkommer af 1) ved at erstatte z; med z; —z, og dividere igennem med e

3) Fremkommer af 2) for z; =0 og zp =z .

4) Fremkommer ved gentagen anvendelse af 1) for z; =z, =z og suppleret med 3) forn <0
5) Lad a=aj +iap

Vi fér da
at .
de” _ iealt”%t = i(ea‘t cos(apt) + ie®! Sin(azt))
dt dt t

= ;™ cos(art) — azealt sin(ayt) + iaje™’ sin(ayt) + iaye™ cos(ayt)

= al(ealt cos(ayt) +ie™! sin(azt)) + iaz(ealt cos(at) +ie™! sin(azt)) =(a + iaz)(ealt”“lt) =qe?

6) Ved differentiation af le‘” fas netop
a

e .
Eulers formler. €OS#¢=——"—— 0g sy =————
2 2i
Bevis: Af ¢ =cosu+i-sinu og e ™ =cosu—i-sinu
fas ved at leegge ligningerne sammen og trackke dem fra hinanden.
iu —iu iu —iu . = —m re ™ nu= e
e +e M =2-cosu og " —e " =2i-sinu ogdermed COSU= 5 0g smu= 2

L 4

Eulers formler benyttes til eksempelvis i integraler at erstatte de trigonometriske funktioner med eksponentialfunktioner,
som er nemmere at integrere.



5. Eksponenti al funkti onen

Eksempel 5.1. Anvendelse pa vekselstrem.
Lad en elektromotorisk kraft U;=Ugcos(at)  veare serieforbundet med en modstand pd R, en spole med en
selvinduktion pd L og en kondensator med kapaciteten C.

I e
Uy L
I
e
Der gaelder da felgende skema:
Navn Symbol | Notation| Enhed Spandingsforskel Kompleks Imperdans
Ohms modstand Ohm Ri
AN ‘
Induktor, spole H (henry) I di
j\/\j\f L di iol
Kondensator, F (Farad) o 1 J". (r)dt 1
. ==—\1 R
Kapacitor C c cly 20C
Idet (speendingsforskellen over R) +( speendingsforskellen over L) + (spandingsforskellen over C )= U = U cos(at)
dl j 1 1dt
fas fra elektricitetsleren R+ L e S A Ug cos(ar)
dt C
1
2) Kompleks impedans Z. Der gelder “ohms lov” U =Z1 ,hvor Z=R+iwL + E
i
3) Seriekobling. To serieforbundne komplekse impedanser Z] og Zp kan erstattes med en enkelt Zppi0 = Z] + 23
Z 1 Z 2

4) Parallelkobling. To parallelforbundne komplekse impedanser Z| og Z; kan erstattes med en enkelt Z parallel = ﬁ
1 2

( 1 1 1 ]
dvs—— =+ —
Z parallel 2 7z
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6. Polynomier.
Ved et polynomium af n’te grad (n helt positivt tal) forstas funktionen

P (x)=a,x"+a, x"'+.... +ax+a,, a,#0
Ved polynomiets redder forstés losningerne til ligningen P,(x)=0.

I afsnit 3.4 1 “Matematiske grundbegreber” forudsatte vi at sével koefficienter som redder var reelle
tal, og da indsé vi, at et sddant polynomium af n’te grad hejst har » redder.
Tillader vi nu bade koefficienter og radder at vaere komplekse tal geelder folgende satning:

Saetning 6.1 Algebraens fundamentalsaetning,

Polynomiet P, (z) = a,z" +a, ;z"'+ ... +a,z+ a, hvor n er et helt positivt tal a, #0
har netop n reddera,, a,, . . . , a, (hvoraf nogel kan vare ens).

Polynomiet derfor pd kun én made kan opleses i forstegradsfaktorer

P(z)=a,z"+a, 2" '+ ... taztay=a,(z-a)) (z-ay) , ., (z-a,)

Et generelt bevis for s@tningen kan findes i “matematik for Ingenierer “ Bind 1 supplement SA.

Vi vil 1 det folgende betragte nogle af de polynomier, som er af sarlig interesse, og her indse, at
s@tningen er korrekt.

6.1 Den binome ligning z" = a

Lad n veere er et helt positivt tal, og a er et vilkarligt komplekst tal forskelligt fra 0.

For at finde en rod z til den binome ligning z" = a omskrives savel a som z pa poler form, dvs.
a= |a|ei€ og z= |z|ei” .Vihardaz" =a < 7" e = |a|ei6

At de to komplekse tal er ens betyder, at

n 0 2
A" =la|Amu=0+2pz = |d =1l nu=Z+p=Z, perethelt tal
n n
Geometrisk ligger radderne altsé pa en cirkel med radius "1/|a| og vinklen mellem stedvektorerne

2
til to péd hinanden felgende rodder er=Z . Rodderne er derfor vinkelspidser i en regular z - kant.
n

Eksempelvis vil ligningen z* = a ligge som vinkelspidser i et kvadrat (se figur i eksempel 6.1)

Vi har felgelig, at den binome ligning z" = |a|ei9 (a #0) har netop n forskellige rodder.

o
z=2ld e " hvorp=0,1,2,3,....n-1

Eksempel 6.1 Binom ligning.
Los ligningen z* = —1+iv3 .
Rodderne enskes angivet pa savel polaer som rektangulaer form.

Endvidere onskes de afsat i en kompleks talplan.
Anvendelse. Fire ens systemer, hver med kompleks forsteerkning z, serieforbindes, og man maler, at den samlede

komplekse forsteerkning z*# er —1+i\/§ Hvilke veerdier kan z have?

10



6. Pol ynom er

Leosning:

= —1+iV/3 |a|=41+3=2, tana—‘/_

=% (daa ligger i 2. kvadrant)

o
iz—HZ T
——1+i\/§<::>z4:2e(3+p)<:>z '\/_e( )p:0717273
i~ i2Z iz iz
<:>z=‘\‘/5el6vz=‘{/5e 3 VZ:‘\‘/Ee 6 \/z=‘\‘/§e 3

Ved omskrivning fra polaer forrn til rektanguleer form fas:
~ 4 cos T wisin ) = (43
z cos—+isin +1
p i (V3 +1)
Da vinklerne ligger i et kvadrat fas de ovrige radder lettest ved at tage “tvaervektoren”

2= = (WBrivz=z= = (i3 vz=— = (B vz=z=1=(1-i3)
Ti89:MATH, ALGEBRA, csolve(z*4=-1+i,/ (3),2)

Hvis man har sat MODE til poler fés resultaterne ovenfor (dog med visse negative vinkler)
Tilsvarende hvis man har sat MODE til Rektangular
Maple: > solve(z/\4—-1+sqt(3)*1)
(1 asqt D)l esqees) ) =1 wsqresy 1)

ReSulta‘[ — (-1 7‘,\'(//()) [/ (14
P4 figuren er afsat de fire rodder )vinkelspidser i kvadrat)
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Kompl ekse tal

6.2 Andengradsligningen Az + Bz+C =0, A#0

Saetning 6.2. Andengradsligning

Andengradsligningen Az> + Bz+C=0, med komplekse koefficienter A+#0, B og C og

—~B++D
24

diskriminanten D = B> —4 AC har rodderne z = S hvor a = \/5 bestemmes som en rod

i den binome ligning a* = D.
Bevis: Vi foretager omskrivningen

2 2 2 2
Azz+BZ+C=0<:>22+£Z+£=O<:>(Z+£) —(i) +£=O<:>(z+i) =B——£
A A 24 24 A 24 442 4
( 3)2 B —44C ( 3)2 D
Slzt—| =—mm o |z+—| =——
24 442 24) 447

Idet @ erenrod i den binome ligning a® =D fis

( B)z a? ( sz (ajz B a —B++/D
+—| == |z+—| =|—| ©z+—=Ft— =TT
24) 442 24 24 24 24 24

Problemet er derfor nu reduceret til at lese den binome ligning o> = D .

Tilfeelde I: A4, B og C reelle tal:
Diskriminanten er da et reelt tal, s& for D >0 er lgsningen den kendte fra reelle tal. Er D < 0

benyttes blot, at i> = —1, idet f.eks +4/—9 = +v/i 29 = 43; (Jevnfer eksempel 6.2)

Eksempel 6.2. Andengradsligning med reelle koefficienter

Los ligningen 4z> —8z+13=0

Lesning:

8++8%-4-4.13 8+/-144 8++i%-127 8+12i
Sr=————Sz= Sz=

4z —8z+13=0z= -
2-4 8 8 8

z=1i§i
2

Tilfeelde I1: A, B. C er komplekse tal.
I dette tilfelde kan formlen omskrives til

\/|D| +Re(D) J |D| - Re(D)
+1

for Im(D)=0

2 2
z=— = hvor -
= ’ D|+ Re(D D|—Re(D
24 \/| | 2( )—i\/| | 2( ) for Im(D)<0
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6. Pol ynom er

Eksempel 6.3. Andengradsligning med komplekse koefficienter.
Los ligningen  z? +2iz—4+4i =0
Lesning:
-2i+
2 42iz—4+4i=0c =2
Diskriminanten er D = (21‘)2 —4.-(-4+4i)=-4+16—-16i =12-16i

20+12 . [20-12
Da Im(D)=-16 <0 og |D|=+12% +16* = 4/400 =20 fas a=\/ 0; _i\/ 0 —4-7j

2

I
24 2iz—drdiz 0o —2EEZD)

Vi har derfor > =-2vz=2-2i

6.3 Polynomier af hejere grad end 2

I forbindelse med eksempelvis losning af visse typer differentialligninger, kan man fé brug for at
studere polynomer af hgjere grad end 2.

Langt de fleste anvendelser vil dog vare polynomier med reelle koefficienter, s vi vil 1 det
folgende begrense os til sédanne.

For andengradspolynomier med reelle koefficien-
ter fandt vi, at hvis a = a, +ia, var en rod, sd var

0gsd a =a, —ia, enrod.

Man kalder a = a, —ia, for det konjugerede tal LedTatia

tila = a, +ia, (se figuren) 3

\J

a T id,

Generelt geelder det for alle polynomier med reelle koeficienter, at er a en rod vil ogsé a vare en
rod.
Seetning 6.3, Redder i polynomier med reelle koefficienter

Lad P(z)=a,z"+a, z" ' +... +az+a,, hvor n er et positivt helt tal,

koefficienterne a,, ,a . ,a;,a, erreelle tal og a, #0.

n-1s> - -
Hvis a er en kompleks (ikke-reel) rod i P(z), sa vil det konjugerede tal & ogsa vare en rod.

Bevis:
Af definitionen pé konjugeret folger

a+b=a+b (dac?+l;:(a1 —ia,)+ (b, —iby =a, +b, —i(a, +by)=a+b )

a-b=a-b (daa-b=(a,—ia,) (b —iby =a,-b,—ab, —i(ay by +a,-b)=a-b)

Hvis @ =aj +iay eren "kompleksrod" er P(a)=0< anan + an,lan_l + ... +aqa+ag=0

Ved konjugering fis under brug af de ovennavnte regler for konjugering

= —_—n  _ —— —
P(@)=0< a,a +a,a" '+ .. v@a+ag=0
Da koefficienterne er reelle tal og dermed En =a, osv.fas

—n o . _ _
a,a +a,_ 1" L +aja +ag=0 . Herafses,at & erenrodi P(z) ‘
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Kompl ekse tal

Saetning 6.4. Oplesning af polynomium i faktorer.

Lad P,(z)=a,z"+a, z" ' +... +a,z+a,, hvor n er et positivt helt tal,

koefficienternea,, ,a . ,a;,a, erreelletal og a, #0.

n-1s> - -
P,(z) kan opleses i et produkt af forstegradsfaktorer med reelle koefficienter og andengradsfak-
torer med reelle koefficienter.

Bevis:

Ifolge se@tning 6.1 (algebraens fundamentalsa@tning har et n’te grads polynomium P£,(z) n redder. Det betyder, at
P,(z) kan opleses i et produkt af n forstegradsfaktorer

P(z)=a,z"+a, z" "' +.. . +az+ay=a,(z-a;)) (z-a,)- ... (z-a,)

Nogle af disse er forstegradsfaktorer med reelle koefficienter.

Er enrod « ikke reel ved vi fra s@tning 6.3 at s& er den konjugerede & ogsa rod.
(z-—a)z-a)=z>—(a+a)z+a-a@.

Da a+a = (a, +ia,)+(a, —ia,) =2a, eretreclttalog a-a = (a, +ia,)-(a, —ia,) = ai +a3 ogsieretreelt
tal, ses, at andengradspolynomiet z? - (a+a)z+ a-a er et polynomium med reelle koefficienter.

Hermed er satningen bevist.

| 4

Er specielt a p gangerod, vil P,(z) indeholder andengradsfaktoren p gange.
Eksempel 6.4. Oplesning af polynomium i faktorer
Oples polynomiet P(z) = 2z° — 10z* +302z° —=5022 +482z—20 iet produkt af ferstegradsfaktorer

med reellle koefficienter og andengradsfaktorer med reellle koefficienter.

Lesning:

Ti89: MATH, ALGEBRA, FACTOR(2z"5-10z"4+302"3-50z"2+482-20,x)
Resultat: 2(z—1)(z* —=2z+2)(z? —2z+5)

Maple: factor(2*z"5-10%z"4+30*2"3-50%2"2+48*2-20);
Resultat: 5 (- — /) (=" —2-4+2)¢=" —2-+5)

6.4 Dekomponering af polynomiums breker
P(x)

(x)

Vi betragter i dette afsnit broker hvor taller og navner er polynomier med reelle

3 +7

koefficienter.Et eksempel herpa er broken — 3
x> =3x"—x+3
Ved nogle anvendelser, bl.a, nar man skal lese visse typer differentialligninger, fdr man brug for
at oplese sddanne bregker ien sum af simple “stambroker”

x> +7

Skal man eksempelvis integrere f(x) = vil dette veere nedvendigt, da man sd kan

x> =3x% —x+3
integrere hver af disse simplere stambreker hver for sig.
Ver dekomponeringen faktoriserer man navneren som beskrevet i seetning 6.4, og derefter spaltes
op ien sum af broker med disse faktorer som n&vnere .Stambrokerne er broker, hvor tellerens grad
er minder end navnerens, og hvor navneren enten er (x—a)", eller (ax? +bx+c¢)", hvor
a,a,b,c er reelle tal og n er et helt positivt tal.

En sédan “dekomponering” af en brek og kan opfattes som det modsatte af at satte pa felles
brokstreg.
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6. Pol ynom er

Beregningerne kan hurtig blive omfattende, s man vil sedvanligvis velge at lade eksempelvis
Ti89 eller Maple foretage beregningerne:

Eksempel 6.5. Dekomponering.

3 8 4 .3
x> +7 2x° —=4x" +x°+9
Dekomponer 1) f(x) = 2) g(x)=
x> =3x? —x+3 xT=xl e —xt =X+ x? —x+1
Leosning:
1) Ti 89: MATH ALGEBRA expand((x"3+7)/(x"3-3x"2-x+3),x)
3 2 17

Resultat: f(x)=1+ - +
/@) x+1 x-1 4(x-3)

Maple: convert((x"3+7)/(x*3-3*x"2-x+3), parfrac, x);
Resultat: / + 2 =

4(x —3) T’4(A\‘+l) oy

2) Ti 89: MATH ALGEBRA expand(udtryk),x)

3—x+2
Resultat: g(x)=2x+2+ 72x + 3 + % >+ 5 U + : 5
4x*+1) 2x"+1) (x*+D° Bx+D) Bx-1) (x-1)
Maple: Giver samme resultat. L 2

15



Kompl ekse tal

Opgaver
3.1. Reducér (2—i)° —(6+5)(3+2i)* +(—4+7i)(=1-i)
3.2. Skriv felgende breker pa rektangulaer form

1 3+4i’ 2) 4i+1 3) 3-5i 2 2—31._5—z.+3—4f

3-2i 4i—1 i 1+2i 2—-i 1+3

3.3. Beregn (5-3i)° —(3—5i)% +(2—3i)-(2+3i)
4.1. Omskriv folgende tal til poler form

) -5 2)4i 3)1+i 4)1-i 5)243-2i
4.2. Omskriv folgende tal til rektanguler form

3 N Sz

1) 3¢ 2)e? 324 4)sed

5.1. Omskriv folgende tal til rektanguler form
" v .7 3
L L L
Zeli ¢ ZelE 3l7

5.2. 1) Omskriv 3+2i til poleer form og beregn (3+2i)* . Facit skal skrives pé rektanguleer form

2) Skriv (-1-2i)7 pa rektanguleer form.

[-2)
3) Skriv = b rektanguleer form.
(31

6.1. Los ligningerne

1) z° =-1 )2 == 3N zt=i 4 %=- 5) z% =64
6.3. Find alle rodderne i ligningen z° =711
6.4. Los ligningerne 1) z* =z +1=0.  2) z2 —4z+13=0
6.5. Los ligningerne 1) z2 —(13+i)z+(44+5)=0  2) z2 —=(1+3i)z+(-2+i) =0
6.6. 1) Oples polynomiet P(z) = z* +32% +72° + 61 faktorer af forste og anden grad.

2) Los ligningen P(z) =0
6.7. 1) Oples polynomiet P(z) = 223 +14z% + 622+ 501 faktorer af forste og anden grad.

2) Los ligningen P(z) =0
6.8. 1) Oplos polynomiet P(z) =z* +3z> + 7z + 61 faktorer af forste og anden grad.

2) Leos ligningen P(z) =0
6.9. 1) Oplos polynomiet P(z) =z'" +z° +z* — 11 faktorer af forste og anden grad.

6.10. Dekomponer funktionen f(x) =

6.11. Dekomponer funktionen f(x) =

6.12. Dekomponer funktionen f(x) =

16

2) Leos ligningen P(z) =0
2xt —x —x+1

¥ —2xt 4 x?

2x% +xt +9x% —4x? —16x-22
x*+3x2 -4

3x° +2x% —22x% +x? +35x—11

¥} —7x+6
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