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Supplement 2A Beviser vedrerende normalfordelingen

supPLEMENT: 2A BEVISER VEDRORENDE NORMALFORDELINGEN.

I definitionen af normalfordelingen indgar, at f(x)= er en tethedsfunktion,

Ry ¥l

dvs. f(x)=0 og | f(x)dx=1

Bevis: Da en eksponentialfunktion er positiv, er f(x)>0.

£ * 7l‘12
Substitueres =" fis J.f(x)dxz le J e? dt=-2x
o

-®
0

o 71.’2
Saettes I=J‘ e ? dt fas

©

. C g Y S e PRI
I = e’ dt- e? dt= e? dt- e? du= e ? dtdu

—00

Indferes nu polare koordinater £ = r-cosv, u=r-siny fas

2z rawiluz 71MZ s
I’ = j va' e? rdr= —27{6 2 } =2r. Heraf fas det enskede.
0 0 0

SATNING 2.1 (Middelveerdi og spredning for normalfordeling). Normalfordelingen n(u,c) har

middelveerdien u og spredningen o .

J‘w N e
Bevis: E(X) = = e 7 gy,
NVAY &¥e)

Substitueres =~ * o x=u+o-t fas
o

” 12 ” e
E(X):,UJ‘ \/217'62 dt+0'JA \/;7'62 dt
T T

Det forste integral er 1, da integranden er en tathedsfunktion, og det andet integral er 0, da integranden er en
ulige funktion. Felgelig er E(X) = 1.

xX—p

« , 1 )
X = 2Us . -

3) V(X)= 7( “) e 2( )dx, Substitueres t=>"# < x=py+o-t fas
B 2-mo o

” tz iy t 12 * ” 1 e
V(iX)=c>| ——-e? dt=0c*|- e ? + o’ e’ dt=co"’
J‘_x«/z-ﬁ N2 » N2z

(delvis integration , samt som for at sidste integral er 1) .

*



Supplement 3A }(2 - fordelingen

SUPPLEMENT 3A X ’ -FORDELINGEN

Definition af y” -fordelingen. Lad U,,U,,. U, veere uaﬂzaenglge normerede normalfordelte

varzable Sandsynlighedsfordelingen for den statzstzske varzabel }( =U; "t U;+ ; ,U f kaldes
;( - fordelingen med frihedsgradstallet f og betegnes y ( ).

Det kan vises, at teethedsfunktionen for ¥ : (f) er bestemt ved

1 L,I _x
x2 e? for x>0

f0=12" r(fz"j

0 ellers

hvor GammafunktionenI'(x) er defineret ved I'(x) = J‘:tHe*’dt :

SfETNING 3A.1 (middelveerdi og varians for y* -fordeling).
}( - fordelingen med f frihedsgrader har middelvaerdien E( ¥ ) f og variansen V(¥ ) f.

Bevis: I kapitel 1 blev det for en vilkarlig statistisk variabel X vist, at
V(X)=E(X*)~(E(X))*. (D
Lad U vaere den normerede normalfordeling.
Da E(U) =0 og (U) =1 fas af regel (1), at E(U*)=1.
Idet y° = U} +U; +..+U; fas af linearitetsreglen, at
E(y*)=EWU})+EU;)+..+EU})=1+1+..41= f
Benyttes regel (1) pa den statistiske variabel U’ fas VU*)=EWU"-(EU?)".
Af definitionen pa middelverdi fas

E{U"Y = ju f(u)du—r-“ % a’u:—ﬁlfﬂj‘ u3-e;.u2d(—;u2)

Benyttes delvis integration fas:
® L e © 1,
Ay _ 1 2 __ 1 3,42 _ 2 3
EWUY)= Jﬁ_[ u’ d(e J— | |u e J. e ? du

© —Luz * ’l'uz
_J;fﬁ(OJJ u e’ du}=3ﬁj u'-e? du=3-E(U)=3

o0 o0

Vihar nu V(U?) = EQU*) - (E(U*))* =3-1=2
DaU,,U,,..U, eruafhengige fas  V(z*)=V(UD)+V(U;)+..4V(U;)=2+2+..42=2.f

*

(x-D! for xe{1,23,..
' Specielt geelder I'(x) = Jz for x=1
(x=1-(x=2)..3- Lz for xel3,3,1,..)



Supplement 3A ;(2 - fordelingen

S/ETNING 3A.2 (additionsscetning for y - fordelte variable). Lad ;(l , }(2 yenns )(,f veere uafhcengige
1 - fordelte variable med frlhedsgradstallene henholdsvzs fis Sy .
Den statistiske variabel y* = 751 + ;(2 +..4+ )(k erda y’ - fordelt med frlhedsgradstallet

f=hthtet

Bevis:
Dahverafdek y * _ fordelte variable er en sum af kvadraterne pa en reekke normerede uafthengige noralfordelte
variable, vil )(2 naturligvis ogsa vere det. Det samlede antal ledi y ®er 1, hvormed sa&tningen er bevist.

*

Vi vil i de folgende setninger g ud fra, at X,, X, ,..., X, er normalfordelte statistiske variable med middelveerdi 1

og spredning ¢ . Lad endvidere som sedvanlig

X+ X, +.4X Z(X"_Y) > (X -u)

X: 1 2 n S2 — i=1 o SZ — i=1
n ’ n-1 & # n

Uden bevis anfores folgende s&etning:

SZATNING 3A.3 (Uafhengighed af X og S? ). De statistiske variable X og S > er uafheengige.

-1-5?
SATNING 3A.4 ( (”0# er z° - fordelt).
(X, - X’
Den statistiske variabel ('~ D-s* _ 121 er fordelt y*(n-1).
o’ - o’

Bevis: Idet

(X, = XY = DK, = )+ (= X0 =3 (X, = ) + (= XY +2(X, - )= X))

=3 Y XY 2 DK, - ) = DX, = )+ = X +2(u—X)(ﬁX,~ —nu))

i=1 i=1

= (X, - ) = XY 4 2= X)X = m) =3 (X, = ) = (X = )’

i=1 i=1

fas i=1 _ =l
2 2
o o

()

X=X X - —[X_”Jz



Supplement 3A }(2 - fordelingen

n o 2
2 (X, - p)’ X - u :
Idet 5 er en sum af kvadrerede normerede normalfordelte variable, er den )~ -

fordelt med n frihedsgrader.

2
Endvidere ses, at [ X-p ] er en kvadreret normeret normalfordelt variabel, sd dener ¥ * - fordelt med 1 frihedsgrad.
Wit

De to led i (1) er ifolge satning 3A.3 uathangige ¥ ® _ fordelte variable statistiske variable.
Da en sum af uaﬂlzengige V4 ®_ fordelte variable atter er V4 > fordelte ifolge satning 3A.2, har vi derfor, at

Z(X W
-n-s*_4 X -
) ( ,uj er )(2-forde1t.

Det kan endvidere vises, at f=n - 1.

»*

SATNING 3A.5 ( varians af S? og Sfl ). V(S*) = zn_d og V(s:)= 20

Bevis:
DC R ORI O e A
a) Afomskrivningen S* = “=! . = lle 5 = 1)(2 hvor x> erfordelt z*(n—1), fas
n-— n-— o n-—
o 2 2 \? 4
V(s = ( JV( )= (0) 2:(-n=27
n-1 -1 n—1

Z(X ﬂ) Z(X 1)’ o
b) Af omskrivningen S == izt =% 9% hvor y° er fordelt y(n), fas
n

2
n

V(Si)=(62) V(}(z)=(62) 2-n= '0-4.
n n n

*

N:‘q
Q




Supplement 3B t - fordelingen

suppLEMENT 3B 7 - FORDELINGEN

DEFINITION af ¢ - fordelingen. Lad U veere normalfordelt n (0.1 ) og y* veere fordelt y*(f). Hvis
Uog y° er uafheengige kaldes sandsynlighedsfordelingen for den statistiske variabel t = Uz for t-
|2
f

fordelt med frihedsgradstallet f og betegnes t(f).

f + 1 +

2) oyt
Det kan vises, at teethedsfunktionen for #(f) er bestemt ved f(x) = ———F——-| 1+ —
gl

Da f'(x) =f(- x) er ¢ - fordelingerne alle symmetriske om y aksen , med E(X) = 0.

For de statistiske anvendelser er folgende satning vigtig:

X -
5 & er t-fordelt).

\n

Lad X,,X,,..., X, vere normalfordelte statistiske variable med middelvcerdi p og spredning o . Lad

SATNING 3B.1 (

endvidere X og S ® yere de scedvanlige estimater for middelveerdi og varians.

Den statistiske variabel T = ad erda t-fordelt t(n—1).

S
S

X-u
. Xewel o
X —
Bevis: Vihar T= #_ o - Jn
LN 5 (n-1)s
Tn - T
X-p (n-1)8? ) - '
Her er talleren normeret normalfordelt, mens ———— er y~ - fordelt med f'=n - 1 frihedsgrader. Ifolge
i o
\n

setning 3A3er X og S 2 uathangige, hvilket gor, at betingelserne er opfyldt for, at T er ¢ - fordelt.

*



Suppl enent 3C F - fordelingen

suppLEMENT 3C  F-FORDELINGEN

DEFINITION af F-fordelingen. Lad y; og y vere statistisk uafheengige og fordelt henholdsvis

1> (fr) og x> (fy). Sandsynlighedsfordelingen for den statistiske variabel F = Lﬁ siges at veere F-

Jfordelt med teellerfrihedsgradstallet f og neevnerfrihedsgrads-tallet [, og betegnes F(f;,fy)-

X

v

Sy

Det kan vises, at tethedsfunktionen for F'(f, f,) er bestemt ved

F(fT +fN) fT% 'x%71
2
for x>0

f(x) _ f f Iy f fT';fN

F(T) .F(Nj 2 .(1 + ij

2 2 i

0 ellers
og har middelvardien E(F) = % (for fy >2)
og spredningen o(F) = f; 11 5 2;;{ T(;{ 11 ;)2) (for fy > 4)

a)Fp(fT’fN): 1

SATNING 3C.1. (relationer vedrorende F-fordelingen).

E,(fvoSr)

b FL(.fy)= [ﬁp (fy )]

Bevis: a) Lad F vere fordelt F'(f, f ). Der foretages omskrivningen

Xr
F:fg_ 12_1*
v [av] F
Iv | fy
X
Jr

1
P(F<x)= <:>P( -
( )=p 7

Hermed er a) bevist.

<

er fordelt

F(fy,fr) Heraf folger:

szp@P(F*zljzp@P(F*<1):1—p.
X

X



Supplement 4A Definitioner og eksempler pd centrale og effektive estimatorer

b) Lad F vere fordelt F'(1, f ) og t veere fordelt #( f, ) . Der foretages omskrivningen

U U
F= 12 = 32" > =" Heraf folger:
Av An Zy
fv Sy

N s

P(F<x)=1-po PP <x)=1-pe P-Jx<t<x)=1-po Plr</x)=1-

*

Hermed er b) bevist.

S

2

(o
SATNING 3C.2 S‘z er F - fordelt
2

2
A

O.

Lad X, og X, veere normalfordelte statistiske uafhengige normalfordelte variable ,lad n, og n, betegne

stikprovestorrelsen for de to variable, og lad endvidere 7(1 ,7(2 R S12 og S 22 veere de scedvanlige

5 0 0 o 2 2
estimater for middelveerdierne og varianserne MM, O, og O,

Den statistiske variabel F = 57 er da fordelt F- fordelt F(n, - 1,n,-1).
2

2

Bevis
Ved anvendelse af s@tning 3A.4 fas folgende omformning:

5712 (n, - 1)S12 7512
F:ilz: O-lz(nl_l):(n1_1)
S, (-1, 4
022 (722 (n,-1)  (n,-1
Af definitionen pé F- fordelingen folger da, at s@tningen er bevist.

‘ 2

Som et vigtigt specialtilfaelde ses, at hvis de to variable har samme varians, vil F = Sflz veere F-fordelt F(n, — 1,n, —1).
2




Supplement 4A Eksempler pa centrale og effektive estimatorer

supplement 4A  DEFINITIONER OG EKSEMPLER PA CENTRALE OG
EFFEKTIVE ESTIMATORER

Central estimator.
Et rimeligt krav til en estimator @ er, at @ i middel skal “ramme” den ukendte parameter, dvs. ikke systematisk angive
en for lille vaerdi eller en for stor verdi.

DEFINITION af central estimator. En punktestimator ® siges at veere central for ¢ hvis
E(@)=¢.

X +X,+.+X

Eksempelvis er X = " en central estimator, da vi i kapitel 1 afsnit 1.6 viste, at F ()7) =u.

n
Effektiv estimator.

Blandt de centrale estimatorer har estimatorer med en lille varians sarlig interesse. Har man saledes 2 centrale estimatorer
for den samme parameter, vil man naturligt vaelge den med mindst varians. Man siger, at en sddan estimator er mere

effektiv end den anden.

DEFINITION af effektiv estimator.
En central estimator @ kaldes en effektiv estimator for @ , hvis V(®)— 0 for n — o .

En effektiv estimator vil altsé for stor stikprevesterrelse n have bade den rigtige middelveardi og lille varians.

_ — X

Eksempelvis er X en effektiv estimator, da vi i kapitel 1 afsnit 1.6 viste, ato(X) = GT), og det deraf folger,
- n

ato(X)— 0 for n—> 0.

Der vil nu blive bevist, at de estimatorer vi tidligere har benyttet, er savel centrale som effektive.

SATNING 4A.1. (centrale estimatorer) Lad X veere en statistisk variabel med middelveerdi u og
varians o’.
Lad X,,X,,..., X,, veere en stikprove af storrelsen n fra X.
- X, +X,+.+X . . ;
a) X="1-"2"""1n¢ren central estimator for middelveerdien u :
n
o (X, - X)? : .
b) S*= % er en central estimator for variansen o’
i=1 n=
N (K- p) : . 2
c) S, = Z ~——="— er en central estimator for variansen c*.
i=1 n
N (X -X) . .
d) S = Z X=Xy er ikke en central estimator for variansen o’
i=1 n
Bevis:

a) I kapitel 2 afsnit 2.3 viste vi, at E(X)= u, dvs. X er central .

b) Som en del af beviset for setning 3A.4 viste vi, at Z (X, - X)’ =z (X, =) —n-(X-p)’

i=1 i=l1



Supplement 4A Definitioner og eksempler pd centrale og effektive estimatorer

2, (X, - X)’ n B
Heraf fas E(S°)= E = 1 = n—l(z E(Xi—,u)z—n-E(X—,u)zj
il(i V(X)- n~V(X)j = 11(n-V(X)—nV(nX)) =V(X)= o, dvs. S er central.
LX-wt L
o ESD=E T = ;Z: E(X; - p)’ =;;V(X)=02
L(X X7
o ES)=E S n(Z E(X,- 1)’ -n-E(X - #)j

V(X)= o

V(X)j -1 n-1
- n n

H(ZV(X) n- V(X))—l( V(X)-n

i=1

*

SATNING 4A.2. (effektive estimatorer) Lad X veere en statistisk variabel med middelveerdi u og
varians o
Lad X,,X,,...,X,, vere en stikprove af storrelsen n fra X.
— X1+X2+...+X : . . .
a) X = " er en effektiv estimator for middelveerdien u :
n
2 - (X i X)z o 2
b) §° = ’71 er en central estimator for o° forudsat X er normalfordelt
n p—
i=1
Z RY
c) Sf, = Z Xz p)” er en effektiv estimator for o forudsat X er normalfordelt og u er kendt.
n
i=1
d) Forudsat u er kendt vil Sf, veere en mere effektiv estimator end S : for variansen o’ .

Bevis: a) Ikapitel 1 afsnit 1.6 blev det bevist, at o(X) = %.

Heraf folger at o(X) > 0 for n — .

2.0°

b) 1kapitel 3 szetning 3A.5 bliver det bevist, at V(S?) = 701
Heraf folger, at 5(52?)—» 0 for n > © .

2 =y

c) Ikapitel 39 seetning 3A.5 bliver det bevist, at V' (S,f) R

Heraf folger, at o(S;) - 0 for n—> o .

2.0 2.0

= V(S*) har Si en mindre varians end S

d) DaV(s?)=

10



Supplement 4B Beviser for formler for konfidensintervaller

supplement 4B Beviser for formler for konfidensintervaller

Vi vil i dette supplement bevise de 4 forste formler for konfidensintervaller der findes i appendix 4.1

Lad i den folgende satning X vaere en normalfordelt statistisk variable med middelveerdi # og spredning o, og lad

X, X,,...,X, vare en stikpr;ave af storrelsen n fra X. Lad endvidere som sedvanlig

Xt Xptod X, g2 (X - Z (X, —n)” ﬂ)

n n—
i=1

X =

SATNING 4 B.1 (100- 8 % konfidensintervaller for normalfordelte variable ). Lad a=1-f
: : e X N
1) Konfidensinterval for u , hvis o er kendt: x ul_% N SpSxtu, L

hvor u , er 1-Lafraktilen i den normerede normalfordeling.
177

2) Konfidensinterval for u, hvis o er ukendt: x - (n -1 I Sus<x+ t (Vl - 1)'%,
n

hvor t (n—1)er 1-%afraktilen i t—fordelingen med n-1 frlhedsgrader.
1-Z
2

3) Konfidensinterval for o , hvis u er kendt:
(n—l)s2+n-(}—y)2< (n—l)s +n-(x- p)?
<o’ < 5
x . () Xa ()
2 2

hvor 42 (n)og x> ,(n)er henholdsvis 5 a og 1- 7 a fraktilen i 77 - fordelingen med n
= =
2 2
frihedsgrader.
(n—1)s’

n—1s’
4) Konfidensinterval for ¢ , hvis u er ukendt: 7 -1 <og’< ( )

C Za(=1)

2

2

hvor y2(n-1)0g y* (n-1)erhenholdsvis ;o og 1- 5 a fraktilen i 7 - fordelingen med
-=Z
2

n - 1 frihedsgrader.

Bevis:

1) Er o kendtvil U =

o
n

X -
har vi folgelig, at ( <u a):ﬂ eller P —ullﬁ G'ugu « =P
Py 2 R
n

Idet—u , < ey o -u

- Oy o
TS R I
In
T <u<x+
n -

S

<:>X—u]

<

SRR
Sla

er punkt 1 bevist.

~[R

11

vaere normeret normalfordeltn(u, o). Da U - fordelingen er symmetrisk omkring O ,



Supplement 4B Beviser for formler for konfidensintervaller

X-u
S

In

1 kan nu gennemfores, hvilket er sket ved beviset for setning 4.1. Hermed er punkt 2 bevist.

2) Ikapitel 3 anforte vi, at 7 = ert - fordelt med f=n - 1 frihedsgrader. De samme regninger som under punkt

n _ 2
3) Ifelge beviset for setning 3A.4 er S f, = Z X y° - fordelt med f= n frihedsgrader.
i=1 n
> (X -p)
Vi har folgelig at P(;(i (n) < S; < ;(12 . (n)j = f eller P }(; (n) < MT < le,g (m)|=8.
2 2 2 2

Igen ifolge beviset for saetning 3A.4 er Z(X[ —u)?=m-1)-8*+n(X - u)’.

i=1

(n-18*+n(X - p)’

Indsaettes dette i ovenstdende ulighed fas: ;(i (n)< < ;(12 )
2 2
So? 2 <(n-)8* +n(X - ) <o’ -;(fa(n)
2 2

- (n—DS* +n(X — u)? o< (n—1DS* + n(X — u)?
X . 2o (n)

2 2
Hermed er formel 3 bevist.

-1)S°
4) Ifolge beviset for setning 3A.4 er ¥ = % ¥4 * - fordelt med f=n - 1 frihedsgrader.
Vi har folgelig at
2
2 (n-1S 2
P[gi(n—l)s;ﬁ S;(lz_a(n—l)) :,BellerP(}(a(n— Ds——F-—< Zl,ﬁ(n -D|=2p.
2 2 2 o 2
n-1)8?
Idet ;(i(n—l)ﬁ%s;(fa(n—l)
2 2

oo’ ~;(;(n—1)s(n—l)S2 <o’ -;(ig(n—l)
2

2
2 2
< (?_DS <ot< (nz_l)S formel 4 bevist
_ _ €r 1orme CcVIiSt.
Zlg(” 1) Z%(n 1)

12



Supplement 5A Beviser for formler i hypotesetest

sUPPLEMENTSA.BEVISER FOR FORMLERITIHYPOTESETEST

Lad X vare en normalfordelt statistisk variable med middelvardi ¢ og spredning o ,oglad X,,X,,...,X, vareen

Y - xy

og =t
n—1

stikprave af sterrelsen n fra X. Lad endvidere som sedvanlig X = Xy Xyt X,

Lad testene alle have signifikansniveauet ¢ .

Testformler i appendix 5.1 (o ukendt og erstattes af s).
X-u

S

I seetning 3B viste vi, atsafremt F,: 1 = p4, er sand, er T= t- fordelt med /= n - 1 frihedsgrader. Dette

Bl

benyttes i det folgende

Rakke 1:  Nulhypotese H: 1t = p, . Alternativ hypotese H:u > p,, .

Af ovenstdende og af definitionen pa signifikansniveau fremgar, at H, forkastes, safremt

p=P(T>t)<a,hvor T =

—,ogTert- fordelt med f=n - 1 frihedsgrader.

Jn

Raekke 2:  Nulhypotese H: 11 = u, . Alternativ hypotese H: u < p, .

H og Ter t-fordelt med f=n - 1 frihedsgrader.

>
S

In

H, forkastes, sifremt p = P(T<t)<a ,hvor T =

Raekke 3:  Nulhypotese F: 1 = 4, . Alternativ hypotese H: 1 # p,, .

Ifolge definitionen pé signifikansniveau, forkastes H, bade nar X er sé stor, at P(T>t)<}a,ognar

ad og Tert -fordelt med f'=n - 1 frihedsgrader.

Xersalille,at P(T<t)<la, hvorT =
n

Rakke 4:  Nulhypotese H: 1t = p, . Alternativ hypotese H:u > p,, .

DaP(Tzt)<a=1-P(IT<t)y<ae P(IT'<t)>1-a< t>t_,(n—1)erpéastanden bevist.
Raekke 5:  Nulhypotese H: 11 = i, . Alternativ hypotese H: u < p, .

Da P(T<t)<aot<t,(n-Det<—t_,(n-1)

(da t-fordelingen er symmetrisk om 0, se figur 5.1) er formlen bevist.
Raekke 6:  Nulhypotese F: 1 = 4, . Alternativ hypotese H: 1 # p,, .

Hvis X = i kan regningerne under rekke 4 gentages, og vi far

t> tl L(m=1).

2

Hvis X < /1, kan regningerne under rekke 5 gentages, og vi fir
t<—t1 L(n=1).
2

Generelt fés derfor, at |/>¢ ,(n—1) og dermed er formlen bevist.
e
2

=3
2

K
Fig 5.1. t- fordeling

13



Suppl ement 5A Beviser for form er i hypotesetest

Testformler i appendix 5.2 ( o antages kendt). Lad Y vere fordelt n( ,uo,j;j .
n
Rakke 1:  Nulhypotese H: 1t = p, . Alternativ hypotese H:u > p,, .
Ifolge definitionen pa signifikansniveau, forkastes H, safremt p = P(Y 2 X) < «
Raekke 2:  Nulhypotese H: 11 = u, . Alternativ hypotese H: u < p, .
Ifolge definitionen pa signifikansniveau, forkastes H, sifremt p = P(Y < X) <«
Raekke 3:  Nulhypotese F: 1 = 1, . Alternativ hypotese H: 11 # 11, .
Ifolge definitionen pd signifikansniveau, forkastes H bade nér X er s stor, at P(Y > x) <5 a
(se figur 5.1), og nar X ersilille,at P(Y<x)<1a.
Razkke 4:  Nulhypotese F: 1t = 1, . Alternativ hypotese H H> U, .

P(YZx)<a<:>1—P(Y<x)<a©l—®[T'u]< ((x ﬂO)I] l-asu>u,_,

(x = m)ln

n

hvor u=

c
Raekke 5:  Nulhypotese H: 1t = p, . Alternativ hypotese H: u < p, .

p:P(YSx)<a<:>CD£W)<a < u<u, hvor u:m .
o o

Da u, = —u,_, er pastanden bevist.

Raekke 6:  Nulhypotese F: 1 = 1, . Alternativ hypotese H: 11 # 11, .
Hvis x > u,kan regningerne under reekke 4 gentages, og vi far u > U,

a

Hvis x < u,kan regningerne under reekke 5 gentages, og vi far u < —u

Generelt fas derfor, at [u|>u ,og deraf formlen.
e

Testformler i appendix 5.3 for varians & ? (4 ukendt)

I kapitel 3 satning 3A viste vi, at safremt H0202 = G(f ersand, er ,? = _i=! _

7 - fordelt med /= n - 1 frihedsgrader.

I det folgende vil vi endvidere antage, at Q er ¥ * - fordelt med n - 1 frihedsgrader.

Rzkke 1:  Nulhypotese HO:O'2 = O'(f . Alternativ hypotese H:c’ > 65 .
Af ovenstdende og af definitionen pé signifikansnveau fés, at H, forkastes, safremt
(n— 1) -5’
o,
Razkke 2:  Nulhypotese H,:0° = o, . Alternativ hypotese H: o’ < 6
Afovenstaende og af definitionen pa signifikansnveau fas, atH forkastes safremt p= P(Q< ¥y N<a,
(n=D-s
2
0

Rzekke 3:  Nulhypotese H,:0° = o, . Alternativ hypotese H:o’ # o .
Ifelge definitionen pa signifikansniveau, forkastes H,, bade ndr y* er sd stor, at P(Q> y?)< !« ,0gnir

(=15
_075
Rzkke 4:  Nulhypotese HO:(T2 = 05 . Alternativ hypotese H:c’ > 03 .

PO> y)<a o 1-PO<y)<ae PO<y)>l-as y* >yl (n-1).

p=PQ>y*)<a,hvor 4> = . Heraf folger formlen.

. Heraf folger formlen.

hvor y° =

xlersilille, at P(Q< y*)<la,hvor y° . Heraf folger formlen.
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Raekke 5:

Rakke 6:

Suppl erent 5A Beviser for formler i hypotesetest

Nulhypotese H,:0> = o . Alternativ hypotese H:0> < Gé .
Da P(Q< y’)<a < y° < y2(n-1)er formlen bevist.
DaE(y*)= f ,hvorf=n- 1 er frihedsgradstallet, fas:

2 2
Hvis y* >n - 1 kan regningerne under rakke 4 gentages, og vi far X e (n-1)
2
2 2
Hvis y° <n - 1 kan regningerne under rakke 5 gentages, og vi far ¥~ <X L@ (n=1)
2

Hermed fés formlen.

Testformler i appendix 5.4 for varians o> (u kendt)

i(X, _;u)z

I forbindelse med beviset for setning 3A.4 blev vist, at safremt H,:0” = o, ersand,er p° ==

2
o

x* - fordelt med /= n frihedsgrader. Endvidere fandt vi, at (X, — )* = (n—1)-* + n(X - )’ .

i=1

I det folgende vil vi endvidere antage, at Q er y° - fordelt med » frihedsgrader.

Raekke 1:

Raekke 2:

Raekke 3:

Rakke 4:

Raekke 5:

Rakke 6:

Nulhypotese H,,: o’ = O'(f . Alternativ hypotese H:c’ > dg .
Af ovenstdende og af definitionen pé signifikansnveau fés, at H, forkastes, safremt p= P(Q> y*)<a,

2 _(n=1)-5" +n(x—p)’ .

2
Oy

hvor y Heraf folger formlen.

Nulhypotese H,:0” = o . Alternativ hypotese H:0> <o .

Af ovenstaende og af definitionen pa signifikansnveau fas, at H, forkastes, safremt

C(n=1)-s*+n(x—p)’
o,

p=PQ<y)<a, hvor y? Heraf folger formlen.

Nulhypotese H,:0° = o, . Alternativ hypotese H:c> # o .

Ifolge definitionen pa signifikansniveau, forkastes H,, bade nar y * ersé stor, at P(O= %)< 1o ,ogniér

(=15 n(x-p)’
o,
Nulhypotese HO:(T2 = 05 . Alternativ hypotese H:o” > Gé .

P(O> ) <ao1-PO< y)<ae PO<y)>l-as y’ >yl (n).

)(2 ersdlille,at P(Q< y*)<la,hvor . Heraf folger formlen.

Nulhypotese H,:c> = o> . Alternativ hypotese H:0> < 63 .
Da P(Q< y*)<a < y° > y2(n)er formlen bevist.
Nulhypotese H,:0> = o . Alternativ hypotese H:c’ # o, .
DaE(y*)= f ,hvor f=n er frihedsgradstallet, fis

Hvis ;{2 > n kan regningerne under raekke 4 gentages, og vi far ¥ >y lzi(”) .
2

Hvis y? <n kan regningerne under raxkke 5 gentages, og vi far 2° <7 127% (n)
Hermed fés formlen.
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Suppl ement 5B OC- kurver og di nensi onering

supprLEMENT SB. OC-KURVER OG DIMENSIONERING.

Forudsztning som appendix 5.2
Reekke 1: Alternativ hypotese F1: 1t > p, (0 antages kendt)
Isetning 5.1 og 5.2 udledes formler for OC-kurve og antal gentagelser » i tilfeeldet, der svarer til dette tilfaelde.

Som det ses i det falgende forleber de tilsvarende beviser i de evrige storraekker ganske analogt.

Raekke 2: Alternativ hypotese H:u < u, (0 antages kendt)

OC-kurve:
H, accepteres pé signifikansniveau & , hvis _Tﬂ" <u, S x< gy u, % .

o n

In

: ‘ X-p : : :
Er den sande middelverdi y,er U= normalfordelt med middelverdi 0 og spredning 1.
i
o
Hy T U, T el

Vi har derfor, at P(type 11 fejl) = P(X > u, +u, [j 1- P(X <y tu,- [j 1-¢ —— 1

=1- (D[ua + luo_lu] =1- (1)[— u,_, + 'uO_ﬂJ dvs. a(u)=1- (D(— u,_, + /'lo_/uj .

n n

Dimensionering: Af formlen for OC kurven fés, idet A = ‘ H— ,uo‘ =My~ da u< u,:
[ An An
—u_,+

)21—ﬂc>—u1ﬂ+?2u17/3© p Zu U,

a(,u0+A)=l—dD[—ul_a+AJ <pB,dvs. @
N7

(u_z+u,_, ) o (u_g+u_,) o ?
PN P o A AR o Bl T Tt B
A A

Reekke 3: Nulhypotese F: 1t = f1, Alternativ hypotese [, i # 11, (O antages kendt).

OC-kurve:
H, accepteres pé signifikansniveau ¢ , hvis

x_
u Si’u"ﬁu <:>,uo+u

5 O -2 f

n

£x<yo+u

Lo
IR

X -
Er den sande middelveerdi p,er U = . #o normalfordelt med middelvaerdi 0 og spred-ning 1.Vi har derfor,
I
- - o - o
P(type 1II fejl) = P( +u, - 9 <X< a~0j =P(X<,u +u -]—P(X<y +u, ]
yp ) Ho “ \/; 1_? \/; 0 - & 0 B ﬁ
Ho+u = +u, 2
0 1,2.7_ Ho Uy —=—H _ _
= R P In =0|u  +HTH oy 4 FHTH
1-= e 1-— o

n n

d.v.s. a(/u):(l)(ul L F Hy _ﬂ] _(D[_ul L+ Hy _ﬂj'

oy



Suppl erent 5B: OC-kurver og di nensi onering

Dimensionering:
Antages L > (L, bliver sidste led i formlen for OC-kurven ca 0, og vi fdr samme formel som under storreekke 1.
Antages U < p, bliver forste led i formlen for OC-kurven ca 1, og vi fir samme formel som under storraekke 2.
I begge tilfeelde er @@ dog erstattet af %0{
Dimensioneringsformlen bliver derfor den samme som for, hvor blot & er erstattet af %(Z .

Dimensionering svarende til forudsaetning i appendix 5.2. (spredning ukendt)
En dimensionering af forsgget er en del af forsggsplanleegningen. Man har derfor endnu ikke foretaget nogle forseg, og
kender derfor ikke stikprevens spredning s. Kan man ud fra tidligere lignende forseg vurdere, at spredningen ikke bliver

. . . . A ..
storre end o, ma dette bruges. Da dimensioneringen kun atheenger af forholdet d = — , kan man ogsé ngjes med at
o

angive et skon for dette forhold.
Onsker man eksempelvis at kunne opdage selv relativt smé forskelle i middelvaerdien, kan d settes til et tal mindre end
1, mens enskes kun at finde relativt store forskelle i middelverdien kan d eksempelvis sattes til 2.

Nér man skal finde sandsynligheden for en type II fejl, f&r man brug for at kende fordelingen af sterrelsen

T= Y_/UO

nar H:p = p, erfalsk

In

Hvis den sande verdi af middelveerdien er y = 11, + A, kan T skrives

(X =g+ 0)n  Aln
o

X-u
T: 0:
S

n

Da U er normeret normalfordelt, og

w

SHRZI

AoJn er en konstant forskellig fra nul, er teelleren normalfordelt med middelvaerdi

o

— . 2
Bl og spredning 1. M =

(n—1)-W* er y” fordelt med n - 1 frihedsgrader.

Den resulterende fordeling for 7 kaldes den ikke-centrale t - fordeling med # - 1 frihedsgrader. Denne fordeling har en
yderst besverlig teethedsfunktion, s& en neermere beregning af P(type II fejl) og dimensionering af forseg ma saedvanlig-
vis foretages ved benyttelse af edb. I nedennaevnte notat er i et appendix er der saledes gengivet et Maple-program, som
kan foretage disse beregninger. For ofte forekommende verdier af parametrene er der i tabel 8 udarbejdet en “dimensio-

neringstabel”.
Dimensionering svarende til forudszetning i appendix 5.3 til 5.6

Disse begreber vil ikke blive gennemgaet her, men man kan eksempelvis i Statgraphics under menupunktet “Describe”,

og derefter “Sample Size Determination” fa et forslag til dimensionering af forseget.
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Supplement 7A Bevis for middelverdi ogspredning for hypergeometrisk fordeling

supPLEMENT: 7A  Bevis for middelvaerdi og spredning for hypergeometrisk
variabel.

Beviset for satning 7.3 forudsetter, at man forst laeser kapitel 9.

SATNING 7.3. (middelveerdi og spredning for den hypergeometriske fordeling )
Den hypergeometriske fordeling h (N, M, n') har

N-n M
E(X)=n-pog V(X)=n-p-(1-p)-—, hvor p=—
L= pog Vid=e pll-pl—— P=—

Bevis: Lad os betragte n statistiske variable X, X,,..., X, ,

n

1 hvisi'te udtrekning giver sort kugle.
hvor X, =
ellers

X=X +X,+...+ X, erhypergeometrisk fordelt s (N, M, n) .
o
1
Nj
1
V(X)=(1-p) p+(0-p)-(1-p)=p-p*=p-(1-p).

Af linearitetsreglen i kapitel 1afsnit 6, fas

E(X)=EX)+EX,))+E(X;))+.+E(X,))=p+p+p+.+p=n-p.
Som det fremgér af afsnit 9.2 geelder V(X,, X ;)= E(X, - X ;) - E(X,) - E(X))

Vihar P(X,)= _M
N

= pfor alle i. Heraf folger E(X,)=1-p+0-(1-p)=p,og

=11 P((X, =) A (X, =1)) - p-p = P(X,)- P(X,|X,) - p°

N-1 N

M M-1 ,(M_ )_ (M—l Mj_ M-N _
TN N P TP NPT PNN-y

Af kvadratreglen (afsnit 9.3):

-3 5 PN L B 1
VOO0 =3V (X)) +2:3F (XX = (1= p) 2 (2] pi

i<j

N-n
N-1

(n—l).p, 1-p

n.
=n-p-(1-p)+2-
p-(1-p) 5 Vo1

=n-p-(1—p>-(1— ]"v‘_llj —n-p-(1-p)-

18



suppLEMENT: 7B BEVISER FOR FORMLER I BINOMIAL- OG POISSON-

Supplement 7B: Beviser for formler i1 binomial- og Poissontest

TEST

Testformler i appendix 5.5 for parameter p i binomialfordeling.

Lad X vaere en binomialfordelt variabel b( n, p), hvor # er kendt og p ukendt. Lad x vare en stikprevevardi pa X.

Lad Y vere fordelt b ( n, p, ), hvor p, er en given konstant. Det erindres om, (se eventuelt appendix 7.1), at for

10

L <py < % 0g5<n-p, <n-35 kan man approksimere binomialfordelingen b(#, p,) med normalfordelingen

n(y,a),hvor,uzn-po og o=./n-p,-(1-pg) .

Raekke 1:

Raekke 2:

Raekke 3:

Raekke 4:

Rakke 5:

Raxkke 6:

Nulhypotese H: p = p,. Alternativ hypotese H:p > p,,

Ifelge definitionen pé signifikansniveau, forkastes H, , sifremt p = P(Y 2 x) < «
Nulhypotese H: p = p, . Alternativ hypotese H:p < p,,

Ifolge definitionen pé signifikansniveau, forkastes H, sdfremt p= P(Y <x) <«

Nulhypotese H:p = p,. Alternativ hypotese H:p # p, .

Ifolge definitionen pa signifikansniveau, forkastes H, bide nar x er sa stor, at P(Y > x) <%, og ndr x

ersalille,at P(Y < x)<%.Da E(Y)=n- p,folger heraf formlen.
Nulhypotese H: p = p,. Alternativ hypotese H:p > p,,
Er betingelserne for approksimation med normalfordelingen opfyldt, gaelder

_1_p.
P(YZx)<a©1—P(Y<x)<a@1—q{ A B J<a

AJnepy-(1=p,)

cof i

>l-a<u>u,_,, hvoru=—————
A py (1= po) e py (1= py)

Nulhypotese H: p = p, . Alternativ hypotese H:p < p,,

Er betingelserne for approksimation med normalfordelingen opfyldt, geelder
x f— l —_— n . p
- : J<06<:>u<uac>u<—u1as
A\ Dy '(1_po)
X - % —n-p
\nepy (1= py)

Nulhypotese H:p = p,. Alternativ hypotese H:p # p, .

P(Yﬁx)<ac>(b(

hvor u=

Er betingelserne for approksimation med normalfordelingen opfyldt, haves

Hvis x 2 n - p, kan regningerne under rakke 4 gentages, og vi far u>u .
1-

Hvis x <n- p, kan regningerne under raekke 5 gentages, og vi fir u < U,

Generelt fas derfor, at |u] > u ,0g dermed formlen.
2
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Supplement 7A Bevis for middelverdi ogspredning for hypergeometrisk fordeling

Testformler i appendix 5.6 for parameter 1 i Poissonfordeling.

Lad X veere en Poissonfordelt variabel p(),hvor g erukendt. Lad der foreligge en stikpreve pa X af storrelsen
n med gennemsnit X . Lad Y veere fordelt p(n- ), hvor i o €ren given konstant. Det erindres om, (se eventuelt

appendix 7.1), at forn-u, 210 kan man approksimere Poissonfordelingen p(n-4,) med
normalfordelingen n(7 - t4,,/n- 1) .

Raekke 1:  Nulhypotese [ : g£ = g1, . Alternativ hypotese H: 1 > i,
Ifolge definitionen pa signifikansniveau, forkastes H, , sifremt p= P(Y>2n-x)< «
Raekke 2:  Nulhypotese H: = 4, . Alternativ hypotese H:u < u,, ,

Ifelge definitionen pé signifikansniveau, forkastes H, safremt p= P(Y <n- }) <a
Raekke 3:  Nulhypotese F,: 1 = pi, . Alternativ hypotese H: u # ;.

Da E(Y) =n- u, folger heraf formlerne i denne reekke.

Raekke 4:  Nulhypotese [ : pt = g1, . Alternativ hypotese H: u > u,,
Er betingelserne for approksimation med normalfordelingen opfyldt, gaelder

- - x—Ll_p.
P(YZn-x)<a<:>1—P(Y<n-x)<a<:>1—q)(nxzn'u°]<a

A\ Hy

n-;—l—n- n.;—l—n.
<:>(I)[2'U()J>1—a©u>ul_a, hyor u= 2"
A Ky A Hy

Rakke 5:  Nulhypotese H: g2 = pi, . Alternativ hypotese H:pu <y, ,

Er betingelserne for approksimation med normalfordelingen opfyldt, gaelder

I x4+Ll—p.
n.x_f_i_n.ﬂo n x+2 n /10

P(YSn~})<a©(D <A Syu<u <Su<-—y hvoru=
( n-Hy J ¢ e V7 Ko
Raekke 3: Nulhypotese H: 1t = 1, . Alternativ hypotese H:u # .
Er betingelserne for approksimation med normalfordelingen opfyldt, haves
Hvis X 2 p,kan regningerne under raekke 4 gentages, og vi faru > Uy
2
Hvis X < u,kan regningerne under raekke 5 gentages, og vi faru < —u

a

Generelt fis derfor, at |u] > u ,0g dermed formlen.
2
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Supplement 7C Bevisskitse for taethedsfunktionen for Poissonfordelingen

suppLEMENT: 7C  BEVISSKITSE FOR TATHEDSFUNKTIONEN FOR
POISSONFORDELINGEN.

SATNING 7.2 (Poissonfordeling). Lad X veere en stokastisk variabel, som angiver antallet af impulser i et
givet tidsrum (eller areal, volumen, produktionsenhed osv.), idet ethvert tidspunkt i tidsrummet har samme mulighed
for at veere impulstidspunkt som ethvert andet tidspunkt. Endvidere skal impulserne indtreeffe tilfeldigt og
uafheengigt af hinanden *®.

Hvis det gennemsnitlige antal impulser i tidsrummet er 11> (0 , sd siges X at veere Poissonfordelt p ( [l ) med
sandsynlighedsfordelingen (teethedsfunktionen) f(x) = P(X = x) bestemt ved

X

f(x)= ’u—'-e for xe{0,1,2,...}
x!

0 ellers
Middelveerdien for p( L) er E(X) = WU og spredningen er o(X) = ﬁ

—u

I formuleringen af de ovenncevnte betingelser kan efter behov "et lille tidsrum A t" erstattes med "en lille leengde

AL ot fille areal A A" eller "et lille volumen A V.

*) Praecis formulering: Folgende 3 betingelser skal vare opfyldt:
1) Sandsynligheden for netop én impuls i et meget lille tidsrum A 7 er med tilnarmelse proportional med A ¢ .

(Matematisk formulering lim PX=D) _ A
Ar—0 At

2) Sandsynligheden for 2 eller flere impulser i det meget lille tidsrum A ¢ er lille sammenlignet med A ¢.

(Matematisk formulering lim M =0)
At—0 At

3) Antal impulser i forskellige, ikke overlappende tidsrum er statistisk uathangige.

(A er en positiv konstant)

Bevisskitse:
Lad @ veaere det gennemsnitlige antal impulser i tidsrummet [0 ; 7], og lad X vare det aktuelle antal impulser i samme

tidsrum.

Intervallet [0 ;7 ] opdeles i n delintervaller At = Z Ifolge forudsatning 2 er det muligt at vaelge A ¢ sa lille, at
n

sandsynligheden for at mere end 1 impuls indtraeffer i A ¢ sekunder er praktisk taget 0. I A ¢ sekunder kan derfor kun
ske 2 ting:

A:netop 1 impuls, eller A4 : netop 0 impulser.

X er derfor binomialfordelt b (n, P(4) ).

r_« impulser.
n

Da der i T sekunder i gennemsnit er £ impulser, vil deri A ¢ sekunder vere %-At = %
n

Vi har derfor P(A4) = Lad . Vi foretager nu felgende omformning:
n

p(sz):(”j(ujx(l_u)” _ n.(n—l).,.,.(n—x+1)y"_(1 ﬂ)n

n
x/\n n x! n' *
(-4
n
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Supplement 7C Bevisskitse for tethedsfunktionen for Poissonfordelingen

_un(m=1(n-x+) 1 n»ln(l—%)

In| l—ﬁ

fn gd mod 0. Man kan derfor bruge 1’Hospitals regel.

Forn — o0 vil teeller og naevner i breken

n

yri

1 2 1
Vi fér ved differentiation af teeller og neevner: = (=) > —p for n —> ©
SN
n

2

n n

Vi har derfor, at P(X = x) > # -1-1-...-1-le"’ .
x! 1 x!

Idet binomialfordelingen har middelveerdien E(X)=n- p = y og spredningen
o(X)=+n-p-(1-p)=_|u (l - ﬁj , fis for n — o0, at Poissonfordelingen har middelverdien /4 og spredningen
\ n

Ja.
X

-e¥ for n—> o .
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